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Авторское резюме 
 
Состояние вопроса: Традиционно процесс измельчения сыпучих материалов описывается в рамках статисти-
ческих подходов с использованием функций вероятности разрушений и вероятности распределения осколков 
разрушения. Определение самих функций разрушения связано с необходимостью дополнительных эксперимен-
тальных исследований. 
Материалы и методы: Для описания процесса измельчения предложены феноменологический, или термодина-
мический, подход, который позволяет использовать известные термодинамические характеристики для описания 
кинетики измельчения. 
Результаты: На основе физической аналогии между процессами измельчения и сублимации предложена мо-
дель кинетики измельчения, связывающая подведенную энергию со средним размером частиц измельченного 
продукта. 
Выводы: Термодинамическая интерпретация измельчения позволила сократить необходимый объем эксперимен-
тальных исследований за счет использования известных термодинамических свойств измельчаемого вещества. 
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Abstract 
 

Background: Traditionally grinding process of loose materials is described on the basis of the statistical approaches 
with probability functions of fractions and distribution of their fragments. To define the destruction functions is necessary 
for additional experimental investigations. 
Materials and methods: A phenomenological, or thermodynamic, approach to describe the process of grinding, allows 
to use the known thermodynamic characteristics for description of grinding kinetics. 
Results: The author suggests the model of grinding kinetics connecting the energy and average particles size of powder 
on the basis of the physical analogy between the process of grinding and sublimation. 
Conclusions: Thermodynamic interpretation of grinding allows to reduce the required amount of experimental studies by 
using the known thermodynamic properties of the material to be ground. 
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Наиболее известным статистическим 
подходом к описанию измельчения является 
селективная модель [1], основанная на приме-
нении вероятностных или статистических 
функций процесса: вероятности разрушения и 
вероятности распределения разрушенных час-
тиц. В физике наряду со статистическим опи-
санием явлений существует феноменологиче-
ский, или термодинамический, подход [2, 3], в 
рамках которого оперируют усредненными па-
раметрами системы, не учитывающими ее 
дискретную структуру. Ниже делается попытка 
описать процесс измельчения с точки зрения 
феноменологического, или термодинамическо-
го, подхода, с использованием термодинами-
ческих параметров измельчаемого вещества. 

Целью исследования является разработ-
ка математического описания кинетики про-

цесса измельчения в рамках феноменологиче-
ского подхода. 

Для достижения цели последовательно 
решаются следующие задачи: 

– выбор термодинамического параметра 
для характеристики крупности частиц;  

– описание процесса разрушения частиц 
в рамках термодинамического подхода; 

– определение связи предложенного тер-
модинамического описания процесса измель-
чения с известными энергетическими законами 
измельчения;  

– оценка в рамках предложенного подхо-
да энергетической эффективности процесса 
измельчения в промышленных мельницах. 

Объектом исследования является процесс 
измельчения, а предметом исследования – мо-
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дель измельчения в рамках термодинамиче-
ского подхода. 

При описании измельчения сыпучих ма-
териалов в рамках статистического, или веро-
ятностного, подхода в качестве характеристики 
крупности частиц используются интегральные 
или дифференциальные кривые распределе-
ния частиц по размерам [1, 4]. Практическое 
использование указанных зависимостей связа-
но с рядом трудностей: 

– вид этих зависимостей достаточно 
сложно определяется экспериментально, осо-
бенно в диапазоне мелких размеров зерен: 
разные методы определения приводят к суще-
ственно разным результатам; 

– частицы с размером порядка одного 
микрона склонны к агломерации, что зачастую 
приводит к определению вместо размера зе-
рен размера агломерата. 
При термодинамическом подходе к описанию 
измельчения в качестве параметра, характе-
ризующего крупность частиц, предлагается 
использовать математическое ожидание или 
средний размер зерен. Средний размер частиц 
может определяться с использованием раз-
личных методов усреднения [4]. Без сущест-
венного снижения общности ограничимся оп-
ределением среднего размера для частиц ли-
нейной структуры. Обозначим число молекул в 
единице массы вещества через N. Одна разо-
рванная межмолекулярная связь при линейной 
структуре увеличивает число частиц на едини-
цу, а K разорванных связей приводит к обра-
зованию K+1 частиц. Средний размер зерен 
<d> определяется как отношение суммарной 
длины частиц к числу частиц: 

< >=
+

 ,
1

oNd
d

K
                                                    (1) 

где N – число молекул в единице массы веще-
ства; d0 – линейный размер молекулы; K – чис-
ло разорванных связей.  

В качестве термодинамического аналога 
процесса разрушения рассматривается про-
цесс сублимации, или процесс фазового пере-
хода вещества из твердого состояния в газо-
образное [2, 3]. При сублимации, аналогично 
измельчению, происходит разрыв межмолеку-
лярных связей, обусловленный подводом 
энергии. Процесс сублимации аналогичен из-
мельчению зерен очень большого размера до 
зерен размера молекул. При измельчении 
размер зерен изменяется в более узком диа-
пазоне, но физика процессов, которая заклю-
чается в подводе энергии для разрыва межмо-
лекулярных связей, во многом сходна. Термо-
динамической характеристикой процесса суб-
лимации [3] является удельная теплота испа-
рения при сублимации, которую предлагается 
использовать для описания процесса измель-
чения в рамках предложенной аналогии. Из-
вестно [2], что удельная теплота испарения 
при сублимации показывает количество энер-

гии, необходимое для разрыва всех межмоле-
кулярных связей в единице массы твердого 
вещества для его перевода в газообразное 
состояние. 

В термодинамике количество энергии, 
затрачиваемое на фазовый переход, опреде-
ляется разностью энтальпий системы в начале 
и конце процесса [3]. Для описания перехода 
вещества из жидкой фазы в пар используется 
параметр состояния, получивший название 
степени сухости, значение которого показыва-
ет массовую долю пара в смеси. Для характе-
ристики состояния системы при измельчении 
вводится аналогичное понятие – степень из-
мельчения (x), которая находится через отно-
шение числа частиц к числу молекул в выде-
ленной системе. Если число частиц равно чис-
лу молекул, то степень измельчения, соответ-
ственно, равна единице (x = 1). Если частиц в 
порции много меньше числа молекул, то сте-
пень измельчения практически равна нулю  
(x = 0). Степень измельчения 0,5 означает, что 
число частиц составляет половину от числа 
молекул и средняя частица состоит из двух 
молекул. Таким образом, степень измельче-
ния, изменяясь от нуля до единицы, охватыва-
ет все возможные состояния системы при из-
мельчении. Эту характеристику предлагается в 
дальнейшем, наряду со средним размером 
зерен, использовать как термодинамический 
параметр состояния системы.  

Степень измельчения, согласно приве-
денному выше определению, может быть рас-
считана по формуле  

+
=

1 .Kx
N

                                                         (2) 

Преобразуя выражения (1) и (2), определим 
связь между средним размером частиц и сте-
пенью измельчения в виде 

=
< >

.od
x

d
                                                         (3) 

С учетом аналогии между процессами 
измельчения и сублимации зависимость энер-
гии измельчения от степени измельчения мо-
жет быть представлена согласно известным 
термодинамическим зависимостям для энер-
гии фазового перехода [3]: 
∆ = ∆ = −( '' ') ,t th r x r x x                                       (4)  
где ∆h – энтальпия, или энергия измельчения;  
rt – удельная теплота испарения при сублима-
ции, ', ''x x  – степень измельчения порошка до 
и после разрушения соответственно.  

Вид предложенной зависимости энергии 
измельчения от степени измельчения иллюст-
рирует рисунок. При известной зависимости 
подвода энергии от времени процесса выра-
жение (4) позволяет описать кинетику измель-
чения. 

Подставляя выражение для степени из-
мельчения (3) в (4), получим зависимость 
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энергии измельчения от среднего размера 
частиц: 

 ∆ = − < > < > 
0

1 1 .
" 'th r d

d d
                               (5) 

Уравнения связи крупности частиц с 
энергией измельчения хорошо известны в тео-
рии измельчения и носят названия энергетиче-
ских законов Риттингера или Кирпичева-Кика 
[1, 4, 5]. 
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Зависимость энергии измельчения от степени измельче-
ния частиц  
 

Данные законы были получены из пред-
положения о пропорциональности энергии из-
мельчения вновь образованной поверхности 
или объему измельчаемого материала соответ-
ственно. Предложенное термодинамическое 
описание процесса измельчения (5) совпадает с 
энергетическим законом Риттингера. Коэффи-
циент пропорциональности в законе Риттинге-
ра, определяемый обычно по эксперименталь-
ным данным, можно на основании (5) выразить 
через величину теплоты испарения сублимации 
и характерный размер молекулы: 

= 0 ,R tC r d                                                          (6) 
где CR – коэффициент в законе Риттингера.  

Результаты теоретической оценки зна-
чения коэффициента в законе Риттингера, 
проведенной в соответствии с (6) для графита 
и льда, представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Теоретическая оценка значений коэффициента 
Риттингера  

Показатель Обозначение, 
размерность 

Значение 

Теплота испарения 
сублимации  льда 

rt, кДж/кг 2834 

Теплота испарения 
сублимации графита 

rt, кДж/кг 41666–100000 

Коэффициент Рит-
тингера для льда 

CR, Дж м/кг 0,8502⋅10-3 

Коэффициент Рит-
тингера для графита 

CR, Дж м/кг 12,51–30,03⋅10-3  

 

Из литературных источников [4–6] хоро-
шо известно, что при тонком измельчении рас-
ход энергии существенно возрастает. Резуль-
таты теоретического анализа энергопотребле-
ния при измельчении частиц разной крупности, 
проведенного в рамках термодинамического 
подхода согласно (5), представлены в табл. 2.  

 
Таблица 2. Энергопотребление при измельчении час-
тиц разной крупности 
 
Изменение сред-
него размера 
зерен при из-
мельчении  

Удельная энер-
гия разрушения 
льда ∆h, Дж/кг 

Удельная энер-
гия разрушения 
графита ∆h, Дж/кг 

от 1 м до 1 мм,  ,0 8502  , ⋅29 68  

от 1 мм до 1 мкм , 30 8502 10⋅  , ⋅ 329 68 10  

от 1 мкм до 1 нм , ⋅ 60 8502 10  , ⋅ 629 68 10  

 
Значения удельных энергий разрушения 

частиц льда и графита (табл. 2) хорошо согла-
суются с данными, полученными в ходе экспе-
риментальных исследований. 

Расчетный анализ на основе термоди-
намического подхода проведен также для 
оценки энергетической эффективности из-
мельчения в шаровой мельнице Ш-50. Необ-
ходимая мощность для измельчения 50 т/ч 
графита с начальным размером зерен 10 мм 
до конечной средней крупности зерен 10 мкм с 
учетом (5) составила   

= ∆ ⋅ = 41,67 кВтN h B ,  

где В – производительность мельницы.  
Паспортная мощность двигателя мельни-

цы Ш-50 составляет N50 = 2460 кВт [6]. Коэф-
фициент полезного действия мельницы оцени-
вается через отношение мощности, необходи-
мой на измельчение, к паспортной мощности 
электрического двигателя: 

η = =
50

1,7 % .N
N

  

Такое низкое значение коэффициента по-
лезного действия показывает низкую эффек-
тивность процесса, при котором собственно на 
измельчение расходуется около 1 % подводи-
мой энергии. Аналогичные значения для ко-
эффициента полезного действия приводятся в 
литературных источниках [5, 6], что подтвер-
ждает обоснованность и достоверность пред-
ложенного термодинамического подхода к мо-
делированию измельчения. 
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