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Авторское резюме 

 
Состояние вопроса: Процессы движения газа и тепломассообмена в баботируемом слое жидкости традиционно 
рассматриваются раздельно, хотя их взаимное влияние весьма существенно. 
Методы и материалы: Для описания процессов тепломассообмена в барботажной ступени предложено исполь-
зовать кинетическое уравнение Больцмана.  
Результаты: На основе уравнения Больцмана разработана математическая модель процессов движения и теп-
ломассообмена, получено численное решение уравнения.  
Выводы: Предложен новый подход к моделированию совмещенных процессов тепломассообмена в барботи-
руемом слое жидкости. 
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Abstract 
 
Background: The processes of gas flow and heat transfer in the liquid bubbling layer are traditionally considered sepa-
rately, although their mutual influence is of great significance. 
Materials and methods: The authors propose the Boltzmann equation to describe the processes of heat and mass 
transfer in bubble stage. 
Results: The authors present the mathematical model of motion, and heat and mass transfer based on the Boltzmann 
equation and numerical solution to the equation. 
Conclusions: The authors propose a new approach for modeling the combined processes of heat and mass transfer in 
the liquid bubbling layer. 
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В процессе барботирования слоя жидкости 
пузырьками газа одновременно могут протекать 
процессы теплообмена, массообмена и смеши-
вания. Интенсивность большинства процессов в 
слое барботируемой жидкости определяется 
площадью поверхности раздела фаз: чем боль-
ше эта площадь, тем интенсивней протекают 
процессы. Межфазная поверхность в слое может 
варьироваться за счет изменения размеров пу-
зырьков, их гибели или рождения. Модели, опи-
сывающие эволюцию межфазной поверхности, 
позволяют ставить и решать задачи расчета и 
оптимального управления технологическими 
процессами в барботажных аппаратах, что явля-
ется весьма актуальным для энергетики и смеж-
ных отраслей промышленности [1, 2]. 

На первом этапе исследования рассмат-
ривается задача формирования межфазной по-
верхности в слое жидкости для одиночного пу-
зырька газа, на втором этапе предлагается 

обобщение задачи на случай барботирования 
через слой жидкости ансамбля пузырьков с за-
данными начальными свойствами. 

Постановка и решение задачи теплооб-
мена при движении пузырька в жидкости. За-
дача движения и теплообмена для одиночного 
пузырька в слое жидкости рассматривается в 
одномерной постановке в системе координат, 
представленной на рис. 1,а. На глубине h0 от по-
верхности жидкости образуется пузырек радиу-
сом r0 с температурой газа T0. Считается, что на 
пузырек при его всплытии кроме силы Архимеда 
и силы тяжести действует также сила гидроди-
намического сопротивления. Уравнение движе-
ния пузырька вдоль оси х под действием пере-
численных сил записывается в виде 

c A .mx mg F F= − − +&&  

После деления уравнения на массу пу-
зырька получаем 
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c A ,F Fx g
m m

= − − +&&                                                    (1) 

где g – ускорение свободного падения; m – мас-
са газа в пузырьке; mg – сила тяжести; Fс – сила 
сопротивления; FА – сила Архимеда.  

Сила сопротивления, отнесенная к массе 
пузырька (второе слагаемое в правой части 
уравнения (1)), для сферического пузырька на-
ходится из выражения [3] 

c ж

г

3 ,
8

fF c v v
m r

ρ
= −

ρ
                                                (2) 

где v – скорость пузырька газа радиусом r; ρг и ρж – 
плотности газа и жидкости соответственно;  
сf = f(Re) – коэффициент сопротивления в функ-
ции от числа Рейнольдса [3].  

 
а)                               б) 

Рис. 1. Схема сил, действующих на пузырек газа в жидко-
сти (а), и расчетное фазовое пространство (б) 

 
Выражение для силы Архимеда (третье 

слагаемое в правой части уравнения (1)) запи-
сывается в виде 

A г ж ж

г г г
,F V g g

m V
ρ ρ

= =
ρ ρ

                                               (3) 

где Vг – объем пузырька газа.  
Следует отметить, что радиус пузырька и 

плотность газа внутри пузырька меняется за счет 
изменения давления и температуры газа. Связь 
параметров пара в пузырьке на первом этапе 
моделирования описывается уравнением со-
стояния идеального газа  

г R ,V P m
T µ=

µ
                                                          (4) 

где Т – температура газа; µ – масса моля газа; 
Rµ – универсальная газовая постоянная; Р – дав-
ление газа в пузырьке, определяемое суммой 
давлений над поверхностью жидкости Р0 и дав-
лением столба жидкости  

o ж о( ).P P g h x= + ρ −                                               (5) 

Разность температур жидкости и газа обу-
словливает теплообмен между ними, который 
описывается законом Ньютона [4]: 

ж г( ) ,dQ T T Sdt m cdT= α − =   

где α – коэффициент теплоотдачи; с – теплоем-
кость газа; dQ – количество переданной тепло-
вой энергии за время dt через поверхность пло-
щадью S.  

Для пузырька сферической формы урав-
нение Ньютона представляется в виде 

ж
г

3 ( ).dT T T
dt r c

α
= −

ρ
                                               (6) 

Плотность газа, согласно (4), выражается 
как функция температуры и координаты:  

г
г

( )( , ) .
R

m P xx T
V T µ

µ
ρ = =                                             (7) 

Размер сферического пузырька находится 
через его объем согласно выражению  

г3 3 ( ( ), )( , ) .
4

V P x Tr x T =
π

                                          (8) 

Система дифференциальных уравнений 
(1), (6) относительно трех неизвестных функций 
x(t), v(t), T(t) для ее численного решения пред-
ставляется в машинном виде: каждое уравнение 
разрешается относительно первых производных 
неизвестных функций, а правые части не содер-
жат производных этих функций: 

ж ж

г г

ж
г г

,                                                           

3 ,
8 ( , ) ( , ) ( , )

3 ( ).                    
( , ) ( , )

f

dx v
dt
dv cg v v g
dt x T r x T x T
dT T T
dt c r x T x T


 =

 ρ ρ = − − +

ρ ρ
 α

= −
ρ

        (9) 

Формализованная запись системы (9) по-
зволяет получить ее численное решение стан-
дартными методами. В нашем случае для реше-
ния системы (9) используется метод Рунге-Кутта 
четвертого порядка [5]. Решение системы (9) по-
лучено для следующих исходных данных: α = 
3000 Вт/м2K, r0 = 0,005 м; ρж = 1000 кг/м3; h0 = 1 м; 
P0 = 105 Па; c = 1918 Дж/кгK; Tж = 373 К; Tг = 293 К. 
Результаты решения представлены в виде зави-
симостей искомых функций от времени процес-
са: x(t), v(t), T(t) (рис. 2). Анализ полученных дан-
ных показывает, что для условий, характерных 
для атмосферных деаэраторов, температура 
газа и скорость пузырька практически мгновенно 
за время 10-3 и 10-4 с соответственно достигают 
установившихся значений. Расчетный анализ 
также показал, что при нагреве пузырька газа от 
20 до 100 оС и подъеме его при этом на 1 м раз-
мер пузырька увеличивается на 18 %, а площадь 
межфазной поверхности – на 39 %. 
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Постановка и решение задачи теплооб-
мена и массообмена при движении пузырька 
в жидкости. Анализ полученных результатов 
показывает, что в условиях атмосферной де-
аэрации температура газов внутри пузырька бы-
стро устанавливается и достигает температуры 
насыщения. Для перегретого пара в ходе тепло-
обмена температура практически мгновенно 
достигает температуры насыщения, а затем на-
чинается конденсация пара. В качестве второй 
задачи исследования рассматривается задача 
движения отдельного пузырька пара в слое жид-
кости с учетом тепло- и массообмена при кон-
денсации пара в пузырьке. При уменьшении 
массы и размера пузырька скорость пузырька 
изменяется, но остается равновесной, согласно 
экспериментальным данным [4].   

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0

1

2

10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100 1010

0.5

1
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50
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Рис. 2. Зависимости координаты пузырька газа, скорости его 
движения и температуры газа от времени с учетом тепло-
обмена 

 
Задачу эволюции межфазной поверхности 

с учетом конденсации пара сформулируем сле-
дующим образом. Пусть пар в состоянии насы-
щения подается в слой жидкости на глубине ho от 
свободной поверхности. Обмен тепловой энер-
гией между пузырьком и жидкостью проходит при 
постоянном значении температуры пара и при-
водит к его конденсации. В силу интенсивного 
перемешивания барботируемого слоя темпера-
тура жидкости считается постоянной во всех точ-
ках, то есть аппарат является реактором иде-
ального перемешивания. 

Приведенные рассуждения позволяют 
принять следующие допущения при решении 
задачи: 

• давление пара в пузырьке мгновенно вы-
равнивается и становится равным гидростатиче-
скому давлению жидкости в слое; 

• температура газа в пузырьке равна тем-
пературе насыщения при данном давлении  
(Tn = const); 

• скорость пузырька практически мгновен-
но становится равной равновесной скорости пу-
зырька такого же размера (v = v(r)). 

Уравнение состояния газа (4) с учетом пе-
ременной массы газа в пузырьке перепишем в 
виде 

г( ) ( ) ( )R .
n

V x P x m x
T µ=

µ
                                           (10) 

Количество теплоты, переносимое через 
оболочку пузырька, определяется законом Нью-
тона (6) с учетом теплоты фазового перехода:  

p г ж( ) ,ndQ r dm T T Sdt= = α −                                  (11) 

где rр – удельная теплота парообразования.  
Решение дифференциального уравнения 

(11) с учетом сделанных допущений позволяет 
определить зависимость массы газа в пузырьке 
от времени: 

3

23
o

30

( ) ,
3 ( )

tA dtm t m
A t

 
 = +
  

∫                                  (12) 

где коэффициенты Ai определяются из выраже-
ний 

[ ]

2
131 2 ж

p

2 / 3
3 o ж

R3 4,     ( ),
4

( ) .

n
n

о

T AA A T T
r

A P g h x

µ πα
= = −

π µ

= + ρ −

 

Результаты расчетных исследований, вы-
полненных согласно модели (12), представлены 
в виде зависимости относительной массы пу-
зырька от времени при различных значениях 
температуры жидкости в слое (рис. 3). При ма-
лой температуре жидкости наиболее интенсивно 
происходит теплообмен, конденсация и, соот-
ветственно, уменьшение массы газа пузырька. 
При достижении нулевой массы происходит 
схлопывание пузырька пара в слое жидкости. 
При таких режимах абсорбированный газ из пу-
зырьков опять возвращается в слой жидкости, 
что  является недопустимым для процесса де-
аэрации воды.  
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Рис. 3. Зависимость относительной массы пара от времени 
движения пузырька при различной температуре жидкости в 
барботируемом слое: 1 – 85; 2 – 90; 3 – 95; 4 – 97; 5 – 98, 6 – 
99 оС 

 
Приведенные результаты расчетного ана-

лиза показывают, что при малой температуре 
масса газа и размер пузырька изменяются ин-
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тенсивно, и следовательно, равновесная ско-
рость пузырька тоже изменяется. В этом случае 
допущение о постоянной равновесной скорости 
пузырька вносит существенную погрешность в 
результаты расчета, особенно при больших ша-
гах по времени. Допустимая погрешность расче-
та может быть достигнута при использовании 
ячеечной модели и выборе для нее соответст-
вующего временного шага [7]. 

Постановка и решение задачи теплооб-
мена и массообмена при движении ансамбля 
пузырьков в жидкости. При деаэрации жидко-
сти в барботажной ступени практический интерес 
представляет формирование межфазной по-
верхности для ансамбля пузырьков. Результаты, 
полученные для отдельных пузырьков, позволя-
ют оценить применимость сделанных допущений 
о постоянстве скорости движения пузырька и 
выбрать временной шаг, при котором сделанное 
допущение вносит допустимую погрешность.  

Для ансамбля пузырьков в барботажной 
ступени задается исходное распределение пу-
зырьков по размерам. Движение пузырьков и 
теплообмен приводят к изменению их размера и 
скорости. Для описания эволюции площади 
межфазной поверхности предлагается исполь-
зовать уравнение Больцмана [6, 7], определяю-
щее изменение во времени распределения ве-
щества в выбранном фазовом пространстве. В 
качестве координат фазового пространства рас-
сматриваются вертикальная геометрическая ко-
ордината (x), скорость пузырьков вдоль нее (v), 
которая считается однозначно связанной с раз-
мером пузырька r. Вдоль рассматриваемых фа-
зовых координат x, v раздельно анализируются  
паровая и водяная фазы. В качестве третьей 
координаты фазового пространства выбрана 
дискретная координата Ф, показывающая фазо-
вое состояние вещества и принимающая значе-
ние 1 для пара и 2 для воды. Таким образом, 
число координат, по которым отслеживается ход 
процесса, равно трем. Рассматриваемое фазо-
вое пространство представлено на рис. 1,б. Для 
всех ячеек фазового пространств, согласно [7], 
выполняется сквозная нумерация, после чего 
формируется вектор состояния системы S.  

Совокупность процессов теплообмена, 
массообмена и движения приводит к переходу 
вещества из одной ячейки фазового пространст-
ва в другие. Каждая ячейка, находящаяся внутри 
выделенного фазового пространства, может об-
мениваться веществом с соседними ячейками. 
Если ячейка находится на границе рассматри-
ваемого фазового пространства, то переходы за 
границу определяются соответствующими гра-
ничными условиями. Для определения вероят-
ностей переходов рij использовался метод ко-
нечных объемов [8], который при описании сис-
темы позволяет применять аналитические ре-
шения частных задач для отдельных подсистем. 

Результаты расчетного анализа, выпол-
ненного в соответствии с [7], приведены в виде 

зависимости относительной площади межфаз-
ной поверхности от глубины погружения частиц 
при разных температурах воды (рис. 4). Резуль-
таты анализа согласуются с результатами ис-
следований поведения отдельных пузырьков: 
при малой температуре жидкости происходит 
схлопывание пузырьков внутри слоя жидкости и 
возвращение абсорбированного газа снова в 
жидкость. Для эффективной организации де-
аэрации при высоте слоя воды 1 м необходима 
температура воды более 99 оС. 

Таким образом, проведенные предвари-
тельные расчетные исследования продемонст-
рировали работоспособность подхода для опре-
деления рабочих режимов барботажных аппара-
тов. Кроме этого, разработанный подход позво-
ляет ставить и решать задачи оптимального кон-
струирования ступеней барботажных аппаратов. 
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Рис. 4. Зависимость относительной поверхности раздела фаз 
ансамбля пузырьков от глубины погружения при разной тем-
пературе жидкости слоя: 1 – 95; 2 – 97; 3 – 99; 4 – 99,5 оС 
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